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У статті показано, що актуальним є дослі-
дження систем і процесів, за яких процеси 
здійснення затрат і випуску продукції про-
ходять одночасно. Запропонована модель 
оптимального розвитку узагальненої дина-
мічної міжгалузевої економіки типу Канторо-
вича та проведено її дослідження. Для дослі-
дження оптимальних динамічних систем із 
узагальненим міжгалузевим балансом типу 
Канторовича використовуються достатні 
умови оптимальності. Встановлюється 
обмеження на інвестування між галузями. 
Воно відсутнє, галузь сама себе інвестує. У 
роботі сформульовані припущення для побу-
дови економіко-математичної моделі уза-
гальненої динамічної міжгалузевої економіки 
типу Канторовича. Побудована у роботі 
модель є задачею оптимального керування, 
в якій керуваннями виступають валові інвес-
тиції, споживання, робоча сила (жива праця) 
і рівень діяльності, а фазовою траєкторією 
– капітал. Запропонована методика може 
використовуватися для критерію мети в 
умовах удосконаленої конкуренції та в умо-
вах міжгалузевого інвестування галузей.
Ключові слова: узагальнена міжгалузева 
економіка, модель типу Канторовича, опти-
мальний процес, задача оптимального керу-
вання, числові методи.

В работе показано, что актуальным явля-
ется исследование систем и процессов, при 

которых процессы осуществления затрат 
и выпуска продукции проходят одновре-
менно. Предложена модель оптимального 
развития обобщенной динамической межо-
траслевой экономики типа Канторовича 
и проведено ее исследование. Для исследо-
вания оптимальных динамических систем 
с обобщенным межотраслевым балансом 
типа Канторовича используются доста-
точные условия оптимальности. В модели 
используются ограничения на инвестирова-
ние между отраслями. Оно отсутствует, 
отрасль сама себя инвестирует. В работе 
сформулированы предположения для 
построения экономико-математической 
модели обобщенной динамической межо-
траслевой экономики типа Канторовича. 
Построенная в работе модель является 
задачей оптимального управления, в кото-
рой управлениям выступают валовые инве-
стиции, потребление, рабочая сила (живой 
труд) и уровень деятельности, а фазовой 
траекторией – капитал. Предложенная 
методика может использоваться для кри-
терия цели в условиях усовершенствован-
ной конкуренции и в условиях межотрасле-
вого инвестирования отраслей.
Ключевые слова: обобщенная межотрас-
левая экономика, модель типа Канторовича, 
оптимальный процесс, задача оптималь-
ного управления, численные методы.

Постановка проблеми. В узагальненій моделі 
Леонтьєва є можливість розглядати проблему тех-
нологічного вибору в умовах використання обме-
жених ресурсів. При цьому повинна використову-
ватися умова відсутності сумісного виробництва 
благ, результатом якої є технологічний прогрес 
випуску тільки одного виду благ [1, с. 239–242]. 
Зауважене обмеження можна ослабити. Тому 
актуальним є дослідження систем і процесів, за 

яких процеси здійснення затрат і випуску продукції 
проходять одночасно.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Нині дослідження оптимальних динамічних сис-
тем проводиться у двох напрямах.

До першого належать роботи [2, 3] та інші, в 
яких для дослідження оптимальних динамічних 
систем використовуються необхідні умови опти-
мальності – принцип Понтрягіна.

It is shown that the study of systems and processes under which cost and product output take place at the same time are issues of the day. Sufficient 
optimality conditions are used to study optimal dynamic systems with a generalized interindustry balance of the Kantorovich type. A model of the optimal 
development of a generalized dynamic interdisciplinary economy of the Kantorovich type was investigated in the paper. The model uses restrictions on 
investment between sectors. It is absent, the industry invests itself. The assumptions for the construction of an economic-mathematical model of a gen-
eralized dynamic interindustry economy of the Kantorovich type are formulated in the paper. Assumptions for the model are as follows. There is certain 
number of types of products in the economy. Costs and output occur simultaneously. The part of the variable final demand vector is the sum of unproductive 
consumption and gross investment. The dynamics of capital flows is described by a differential model. The level of activity is a macroeconomic function of 
capital and labor. This function is twice continuously differentiated and monotonically increased. The target criterion is maximization of the average of the 
variable component of the final demand (output). The model of optimal development of a generalized dynamic interindustry economy of the Kantorovich 
type is constructed in this article. In mathematical terms, this model is the task of optimal control, in which the control is gross investment, consumption, labor 
and level of activity, and the phase trajectory is capital. The task, which is formulated in the article, is the task of convex programming, which, in the absence 
of certain constraints, has a solution by the Kuhn-Tucker theorem. This solution will be the optimal controls: for gross investment, for consumption, for living 
labor. Solving the problem of convex programming can be one of the numerical methods. The proper optimal trajectories for capital are determined by the 
Runge-Kutta method. This approach can be used for the target criterion in conditions of improved competition and in conditions of interindustry investment.
Key words: generalized intersectoral economy, model of Kantorovich type, optimal process, optimal control problem, numerical methods.
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До другого напряму належать роботи [4,; 5] та 
інші, в яких для дослідження використовуються 
достатні умови оптимальності.

У цій статті для дослідження оптимальних 
динамічних систем із узагальненим міжгалузевим 
балансом типу Канторовича використовуються 
достатні умови оптимальності. 

Постановка завдання. Запропонувати модель 
оптимального розвитку узагальненої динамічної 
міжгалузевої економіки типу Канторовича та про-
вести її дослідження. При цьому інвестування між 
галузями відсутнє – галузь сама себе інвестує.

Виклад основного матеріалу дослідження.
Економіко-математична модель
Сформулюємо припущення для побудови еко-

номіко-математичної моделі.
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, ´ – операція транспонування матриць. 
Позначимо через 
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, а Z  – шукана функція.
Припущення 3. Частину змінного вектора кінце-

вого попиту Z представимо сумою невиробничого 
споживання C і валових інвестицій I [6, с. 28–29]. 
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Припущення 6. За критерій мети візьмемо 

максимізацію середньої (інтегральної) на часо-
вому відрізку [ ]0 ,t Τ  змінногор складника кінцевого 
попиту (випуску)

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

.              (6)

Із використанням співвідношень (1) – (6) запи-
шемо математичну модель

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

,

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

,

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

,

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

,

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

,

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

,

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

,

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

.

У моделі (7) на споживання накладається обме-
ження ( )min

i iC C≥  1,i m= , а також на кінцевий стан 
капіталу 

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

, 

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

, 

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( ) ( )

( )

1 1

v im
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )( ), 0j j j
i i iF K L ≥

( ) 0j
iK ≥
( ) 0j
iL ≥

[ ]0 ,t Τ

( ) ( ) ( )
0 0

maxt t t
t t

dt C dt
Τ Τ

 Ζ = Ι + → ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
i i i iK t K t I tµ α= − + , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )
0 0

j j
i iK t K=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

,
jvm

l l l l
ij j j j i i

j l
a F K t L t I t C t Y tα ΠΟ

= =

− + =∑∑ , 1,i m= , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( )0 j
iL t≤ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )min
i iC t C≥ , 1,i m= , ( ) ( )

( )

1 1

ivm
j

i
i j

L t Q
= =

≤∑∑ , [ ]0 ,t t∈ Τ

( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥ , ( )1,j v i= , 1,i m=

( ) ( )
0

maxt t
t

I C dt
Τ

 + → ∫
( )min

i iC C≥

1,i m=
( ) ( ) ( )j j
i iTK KΤ ≥

( )1,j v i=

1,i m=

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mL L L L L ′=   

( ) ( )( )1 1(1) ( )
1 1, , , , , ,v v m

m mX X X X X ′=   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

, , ,1 1
, , , , max

v im
j j

j i i i I C K Li j i

V VR K I C L V K I I Ct K
µ α

= =

∂ ∂  ≡ + − + − + → ∂ ∂∑∑

( )( )
( ) ( ) ( )

, min
j j

i iTK T
V T K T

≥Κ
→

[ ]0 ,t Τ
( )j
iK
( ){ }0j
iK ≥

1, ( )j v i=

.
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, 1, ( )j v i= , 1,i m=  та яку будемо шукати 
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Слід зауважити, що вираз (10) взятий із міну-

сом для того, щоб задача оптимізації (9) мала 
розв’язок ( ) ( ) ( )j j
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Підставимо (10) у (8), одержимо
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 задача 
опуклого програмування (11)–(12) може не мати 
розв’язку. Це означає, що кінцеві стани ( )j

iTK  є 
не  досяжними. Тому необхідно послабити умови 
на вхідну інформацію задачі (7).

Нехай задача опуклого програмування (7) має 
розв’язок. Цей розв’язок буде оптимальними керу-
ваннями: за валовими інвестиціями ( )( )I tΟΠ , за 
споживанням ( )C tΟΠ , за живою працею ( )L tΟΠ , 

[ ]0 ,t t∈ Τ .
Розв’язати задачу опуклого програмування (7) 

можна одним із числових методів [8].
Тоді змінна частина кінцевого попиту за вало-
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, [ ]0 ,t t∈ Τ  будуть оптималь-
ними керуваннями.

Відповідні оптимальні траєкторії за капіталами 
KΟΠ  визначаються методом Рунге-Кутта [9] із такої 
початкової задачі:
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Оптимальні керування за рівнем діяльності 

обчислюються за формулами 
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Зауваження 1. Вищеописана методика має 

місце для критерію мети в умовах удосконаленої 
конкуренції 
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2. Вищеописана методика має місце в умовах 
міжгалузевого інвестування галузей, тобто коли 
кінцевий попит Yi подається як 
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де γij – коефіцієнти міжгалузевого інвестування 
галузей, 
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, γij = 0 для всіх  
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, r – кількість фондоутворюючих галузей, 
які інвестують всі галузі 
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, m r−  – кількість 
нефондоутворюючих галузей.

Висновки з проведеного дослідження. 
Запропоновано та проведено дослідження 
моделі оптимального розвитку узагальненої 
динамічної міжгалузевої економіки типу Канто-
ровича за відсутності інвестування між галузями. 
Показано, що ця модель у математичному плані є 
задачею оптимального керування, у якій керуван-
нями виступають валові інвестиції I, споживання 
C, робоча сила (жива праця) L і рівень діяльності 
X, а фазовою траєкторією – капітал K. Вказано, 
що за врахування обмежень на кінцевий стан 
капіталу 
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опуклого програмування, яка описує оптималь-
ний розвиток узагальненої динамічної міжгалу-
зевої економіки типу Канторовича, може не мати 
розв’язку. Отже, необхідно послабити умови на 
вхідну інформацію задачі. У результаті за допо-
могою числових методів отриманий оптимальний 
процес для динамічної міжгалузевої економіки 
типу Канторовича.
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