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РОЗДІЛ 11. МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ, МОДЕЛІ  
ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ В ЕКОНОМІЦІ

Постановка проблеми. Неврахування деяких 
економічних показників, невизначеність та неточ-
ність щодо вхідної інформації, коефіцієнтів моделі 
та початкових умов тощо в економіко-математич-
ній моделі приводять до розгляду стохастичного 
моделювання. Зокрема, для економіко-матема-
тичної моделі оптимального збору врожаю.

Тому актуальним як у теоретичному, так і практич-
ному плані є стохастичне моделювання оптималь-
ного збору врожаю. Оптимальний врожай  – це та 
кількість біомаси популяції, без якої частина залише-
ної популяції здатна відновити баланс в екосистемі 
шляхом розмноження та виживання [1]. Врожай може 
вимірюватися числом осіб, вагою, обʼємом тощо.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
У навчальних посібниках [1, 2] запропонована 
детермінована найпростіша модель оптимального 
збору врожаю та проведено її дослідження за пев-
них обмежень з допомогою необхідних і достатніх 
умов оптимальності.

У даній статті запропонована стохастична 
модель оптимального збору врожаю за певних 
обмежень при вінерівському та пуассонівському 
процесах та проведено її дослідження з допомо-
гою стохастичних достатніх умов оптимальності.

Постановка завдання. Запропонована сто-
хастична модель оптимального збору врожаю та 
проведено її дослідження з допомогою достатніх 
умов оптимальності.
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Предложена простейшая стохастиче-
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A simple stochastic model of optimal harvest 
with Wiener and Poisson processes is proposed. 
This model was investigated. It was found that 
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Виклад основного матеріалу дослідження. 
Спершу формалізуємо детерміновану найпро-
стішу модель оптимального збору врожаю, а потім 
на її основі формалізуємо стохастичну модель.

Розглянемо одну з найпростіших моделей 
оптимального збору врожаю для локальної одно-
рідної популяції (так звану модель Ферхюльста). 
Ця модель відображає антропогенний вплив на 
динаміку популяції, а тому в певному розумінні 
належить до класу моделей, що описують еконо-
мічну чи соціально-економічну діяльність людини 
та її вплив на стан екосистем.

Нехай Q(t) – кількість осіб популяції в момент 
часу [ ]T,tt 0∈  (t0, T – початок відліку, T > to – гори-
зонт планування), α – коефіцієнт природного при-
росту чисельності осіб популяції як різниця між 
коефіцієнтом народжуваності та коефіцієнтом 
смертності, ß – коефіцієнт внутрішньопопуляційної 
конкуренції, причому надалі будемо вважати, що  
α ∈(0; 1) і ß ∈(0; 1) . Будемо вважати, що зі збільшен-
ням чисельності популяції приріст зменшується 
пропорційно квадрату чисельності з коефіцієнтом 
ß, що відповідає числу зустрічей між особами. 

Нехай у популяції здійснюється збір урожаю шля-
хом відбору частини біомаси і виведення її з репро-
дукційного циклу. Позначивши через и ∈(0; 1) кое-
фіцієнт збору врожаю (відбору популяції) в момент 
t (и(t) – функція часу t) рівняння динаміки популя-
ції формалізується диференціальною моделлю 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )tQtutQtQtQ 2 −−= βα , [ ]T,tt 0∈ ,     (1)
де ( ) dtdQtQ =  – приріст кількості осіб популяції.
Припустимо, що відомі початковий та кінцевий 

стани популяції
Q(t0) = Q0, Q(T) = QT,                   (2)

де Q0 > QT ≥ 0.
Детермінована математична модель збору вро-

жаю набуває вигляду
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tQtutQtQtQ 2 −−= βα , [ ]T,tt 0∈ ,

Q(t0) = Q0, Q(T) = QT

0 ≤ и(t) ≤ 1, [ ]T,tt 0∈ .                    (3)
У роботі [3] економічно обґрунтовано, що при 

стохастичному моделюванні можна використову-
вати вінерівські та пуассонівські процеси [4, с. 7-8].

Використаємо цей факт для формалізації сто-
хастичної моделі оптимального збору врожаю.

Стохастична модель
Нехай {Ω, F, P}  – ймовірністний простір з 

σ-алгеброю {Ft, t ∈ [t0, T]} ⊂ σ , з множиною еле-
ментарних подій Ω та мірою (ймовірністю)  
P, R∈≡ ),t()t( ωξξ  (P – множина дійсних чисел) є 
Ft-вимірний стандартний вінерівський процес із 
нульовим математичним сподіванням і диспер-
сією M(ξ2(t)) = 1, ω ∈ Ω, [ ]T,tt 0∈ ; η(t) R∈≡ ),t()t( ωξξ  η(t, ω) ∈ R  
є Ft-вимірний пуассонівський процес із матема-
тичними сподіваннями M(η(t)) = λ(t – t0), λ R∈≡ ),t()t( ωξξ  const,  
ω ∈ Ω, [ ]T,tt 0∈ ; випадкові процеси ξ(t) і η(t) є неза-
лежними.

На ймовірнісному просторі {Ω, F, P} заданий 
випадковий процес чисельності осіб популяції  
Q(t) R∈≡ ),t()t( ωξξ  Q(t, ω), ω ∈ Ω,  [ ]T,tt 0∈ , який задовольняє:

– диференціальну модель в формі Іто [4, с. 163; 
5, с. 258];

– рівняння стохастичної динаміки чисельності 
осіб популяції

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tWtWtQtutQtQtQ 21
2 ηξβα  ++−−= ,

[ ]T,tt 0∈ ;                            (4)
– стохастичні початкову і кінцеву умови

Q(t0) = Q0, Q(T) = QT, Q0 ∈ Ft0,              (5)
де похідні вінерівського процесу ξ(t) і пуассонів-

ського процесу ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tWtWtQtutQtQtQ 21
2 ηξβα  ++−−=  слід розуміти як узагальнені, 

тобто похідні від функціоналів [6, с. 205-209].
На коефіцієнт збору врожаю (відбору популя-

ції) накладається обмеження 
0 ≤ и(t) ≤ 1, [ ]T,tt 0∈ .                      (6)

Величина збору врожаю або дохід визнача-
ється функцією Ф(Q, и) = иQ. Тому за критерій мети 
можна взяти максимізацію середнього сумарного 
(інтегрального) на досліджуваному проміжку часу 
доходу

( ) ( )∫ ≤≤
→

T

t
1u0

0

maxdttQtuM ,                      (7)

де M – математичне сподівання.
Дослідження стохастичної економіко-матема-

тичної моделі здійснюємо в три етапи:

1) визначення магістрального процесу;
2) знаходження правого процесу;
3) побудова оптимального процесу.
Для дослідження стохастичної оптимальної 

моделі (4)-(7) використаємо стохастичні достатні 
умови оптимальності [7, с. 117-119].

1. Магістральний процес
Магістральний процес містить магістральне 

керування за коефіцієнтом збору врожаю (відбору 
популяції) имаг(t) та відповідної магістральної тра-
єкторії (магістралі) за чисельністю осіб популяції 
Qмаг(t), [ ]T,tt 0∈ .

Магістральне керування. За стохастичними 
достатніми умовами оптимальності запишемо 
співвідношення (без урахування обмеження  
Q(T) = QT):

( ) [ ]{
( ) ( )[ ] } [ ],T,tt,0QuQ,tVWQ,tVQVW5,0

uQQQQVtVinfV,u,Q,tRinf

02
222

1

2

uu

∈=−−++∂∂+

+−−∂∂+∂∂≡

λ

βα

                                                                                 ,
( ) 0Q,TV T =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 WtQtutQtQtQ λβα +−−= .               (8)

Перше співвідношення системи (8) є рівнянням 
Беллмана, друге – крайова умова, а третє – фор-
мально середня динаміка чисельності осіб попу-
ляції.

Функція R є лінійною за керуванням u, а тому 
найменшого значення функція R по u на [0;1] дося-
гає при

( )
[ ]








=+∂∂
>−∂∂−
<−∂∂−

=
,01QVпри10,довільне

,01QVпри0
,01QVпри1

tuмаг  [ ]T,tt 0∈ .  (9)

Розглянемо випадок 1QV −=∂∂ . Після інтегру-
вання отримаємо V(T, QT) = –Q і підставимо V  
у рівняння Беллмана (8). Запишемо його

– (αQ – ßQ2) + λW2 = 0, Q > 0
– це квадратне рівняння, яке може мати
– один корінь (розвʼязок) при λW2 ≤ 0 і  

λW2 = α2/(4ß2)

β
λβαα

2
W4

Q~ 2
22 −+

= ;

– два корені (розвʼязки) при 0 < λW2 < α2/(4ß2)

β
λβαα

2
W4

Q~ 2
22

1

−+
= , 

β
λβαα

2
W4

Q~ 2
22

2

−−
= .

За оптимізаційними величинами 
β
λβαα

2
W4

Q~ 2
22 −+

= (при 0 ≥ λW2 
і λW2 = α2/(4ß2)) або 

β
λβαα

2
W4

Q~ 2
22

1

−+
= і 

β
λβαα

2
W4

Q~ 2
22

2

−−
= (при 0 < λW2 < α2/(4ß2)) 

знайдемо керування з середньої динаміки чисель-
ності осіб популяції системи (8) (третє співвідно-
шення системи (8))

– при λW2 ≤ 0 або λW2 = α2/(4ß2)
( ) [ ]2

2
1 Q~Q~WQ~tu~ βαλ −+= − , [ ]T,tt 0∈ ;

– при 0 < λW2 < α2/(4ß2)
( ) [ ]2

112
1

11 Q~Q~WQ~tu~ βαλ −+= − ,
( ) [ ]2

222
1

22 Q~Q~WQ~tu~ βαλ −+= − , [ ]T,tt 0∈ .
А відповідно отримаємо магістральні траєк-

торії:
– при λW2 ≤ 0 або λW2 = α2/(4ß2)
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( )
( )
( )

( ) ( )







<<
≥
≤

=
1,tu~0приtu~

,1tu~при1
,0tu~при0

tuмаг
 [ ]T,tt 0∈ ;

– при λW2 < 0 або λW2 <  α2/(4ß2)

( )
( ) ( )

( )
( )








≥
≤

<<
=

,1tu~при1
,0tu~при0

,1tu~0приtu~

tu

1

1

11
)1(

маг

( )
( ) ( )

( )
( )








≥
≤

<<
=

,1tu~при1
,0tu~при0

,1tu~0приtu~

tu

2

2

22
)2(

маг  [ ]T,tt 0∈ .

Таким чином одержали два крайові магі-
стральні керування

uмаг(t) = 0 – відсутній збір врожаю (відбір попу-
ляції),

uмаг(t) = 1 – повністю проходить збір врожаю
та часткові магістральні керування
– при 0 < λW2 < α2/(4ß2) або  одне часткове магі-

стральне керування uмаг;
– при  два часткові магістральні керування )1(

магu  
і )2(

магu .
Відповідні стохастичні магістральні траєкто-

рії (магістралі) Qмаг(t), [ ]T,tt 0∈  обчислюються 
одним із числових методів [5, с. 258-276; 8] із сто-
хастичної початкової задачі (4)-(5) при керуванні  
u = uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ . Зауважимо, що ці стохастичні 
початкові задачі мають неперевно-диференційо-
ваний на [ ]T,tt 0∈  єдиний розвʼязок Qмаг(t), [ ]T,tt 0∈  
у сенсі стохастичної еквівалентності [5,  с.  258; 
4, с. 163; 9]. А середні магістралі ( )tQ )с(

маг , [ ]T,tt 0∈  
знаходяться як ( )tQ )с(

маг  = M[Qмаг(t)], [ ]T,tt 0∈ .
Отже, {Qмаг(t), uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ } одержали сто-

хастичні та середні магістральні процеси , тобто 
отримали економічні режими для вибору пріо-
ритетного на магістральному відрізку часу  – на 
початковій стадії протікання популяції:

а) два крайових режими 
– економічний режим відсутності збору врожаю

ПВЗ = {Qмаг(t), uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ };
– економічний режим повного збору врожаю

ППЗ = {Qмаг(t), uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ };
б) один частковий режим при  або 

ПЧЗ = {Qмаг(t), uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ };
в) два часткові режими  – економічні режими 

часткового збору врожаю при 0 < λW2 < α2/(4ß2)
( ) ( ) [ ]{ }T,tt,tu,tQ 0

)1(
магмаг

)1(
ЧЗ ∈=Π ,

( ) ( ) [ ]{ }T,tt,tu,tQ 0
)2(

магмаг
)2(

ЧЗ ∈=Π .
Але магістральні процеси отримані без ураху-

вання обмеження на кінцевий стан системи Q(T) 
= QT.

Для вибраного економічного режиму, а відпо-
відно для вибраного магістрального процесу, пере-
віримо виконання цього обмеження для серед-
ньої магістралі чисельності осіб популяції, тобто  

( )tQ )с(
маг  = QT.

Якщо виконується ця рівність або нерівність 
( )tQ )с(

маг  > QT, вибраний економічний режим (від-

повідно вибраний стохастичний і середній магі-
стральний процес) ПВ = {Qмаг(t), uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ }  
є оптимальним процесом ПОП = {QОП(t), Qмаг(t), 
uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ }. 

При виконанні нерівності ( )tQ )с(
маг  = M[Qмаг(t)] < QT 

необхідно проводити правий процес ППР = {QПР(t), 
uПР(t), [ ]T,tt 0∈ }: праве керування за коефіцієнтом 
збору врожаю uпр, що відповідає правій траєкто-
рії за кількістю осіб у популяції QПР(t), [ ]T,t ζ∈  та 
моменту перемикання керування ζ.

2. Правий процес
Праве керування. При виконанні нерівності 
( )tQ )с(

маг  > QT права траєкторія визначена із серед-
ньої динаміки руху (третє співвідношення системи 
(8)) QT повинна монотонно зростати ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0WtQtutQtQtQ 2

2 >+−−= λβαТ > 0), тобто 
повинна виконуватись нерівність
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0WtQtutQtQtQ 2

2 >+−−= λβα , [ ]T,tt 0∈ .(10)
Із нерівності (10), обмеження на керування  

0 ≤ u(t) ≤ 1 та обмеження на стан системи  
( )tQ )с(

маг  ≤ Q(t) ≤ QT, [ ]T,tt 0∈  сформуємо задачу нелі-
нійного програмування

max( – y(t)),
αQ(t) – βQ2(t) – u(t)Q(t) + λW2 – y(t) = ε0,

0 ≤ u(t) ≤ 1, ( )tQ )с(
маг  ≤ Q(t) ≤ QT, y(t) ≥ 0, [ ]T,tt 0∈ .(11)

для визначення правого керування uПР, де  
ε0 > 0 – досить мале задане число.

Задачу нелінійного програмування (11) можна 
розвʼязати одним із числових методів [10].

Відзначимо, що праве керування uПР є непе-
рервною функцією на [t0, T] та не залежить від 
коефіцієнта W1 при прирості вінерівського процесу
( )tξ  у динаміці (3).

Якщо для вибраного економічного режиму 
задача нелінійного програмування немає розвʼязку, 
то необхідно перейти на наступний економічний 
режим або послабити умови на вхідну інформацію 
економіко-математичної моделі (4)-(7).

Зауважимо, що при розвʼязуванні задачі нелі-
нійного програмування (11) визначається момент 
перемикання керування ζ, але з великою похибкою.

Нехай існує розвʼязок задачі нелінійного про-
грамування (11). Цей розвʼязок uпр, [ ]T,tt 0∈  буде 
слугувати за праве керування.

Права траєкторія на момент перемикання 
керування. Позначимо через 

( ) ( ) ( ) [ ]{ }T,tt,QtQQQD 0
)с(

маг
)с(

маг ∈+≤≤−∈= εζεζε R  
замкнений ε-окіл середньої магістралі.
Стохастична права траєкторія QПР(t), [ ]T,t ζ∈ ,  і 

момент перемикання керування ζ визначаються із 
такої стохастичної задачі

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tWtWtQtutQtQtQ 21ПР
2 ηξβα  ++−−= ,

[ ]T,tt 0∈ , 
Q(T) = QT, Q(ζ) [ ]T,t ζ∈ Dε, ζ [ ]T,t ζ∈ (t0, T).        (12)

одним із числових методів [5, с. 258-276; 8].
Зазначимо, що стохастична права траєкторія 

за кількістю осіб популяції є неперервно-диферен-
ційованою функцією на [t0, T], оскільки коефіцієнт 
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збору врожаю uПР є неперервною функцією [t0, T] 
[5, с. 258; 4, с. 163; 9]. А середня права траєкторія 

( )tQ )с(
ПР , [ ]T,t ζ∈  знаходиться як ( )tQ )с(

ПР  = M[ ( )tQ )с(
ПР ], 

[ ]T,t ζ∈ .
Таким чином, отримали стохастичний і серед-

ній правий процес ППР = {QПР(t), uПР(t), [ ]T,tt 0∈  для 
вибраного стохастичного і правого магістрального 
процесу ПВ.

3. Оптимальний процес
Згідно з результатами [7, с. 117-119; 11, с. 185-

192] стохастичним і середнім оптимальним про-
цесом ПОП = {QОП(t), uОП(t), [ ]T,tt 0∈ } є склейка у 
момент перемикання керування ζ вибраного сто-
хастичного і середнього магістрального процесу 
Пмаг = {Qмаг(t), uмаг(t), [ ]T,tt 0∈ } та стохастичного і 
середнього правого процесу ППР = {QПР(t), uПР(t), 

[ ]T,tt 0∈ , тобто

( ) ( ) [ ]
( ) [ ]




∈
∈

=
,T,tприtQ
,,ttприtQ

tQ
ПР

0маг
ОП ζ

ζ
 

( ) ( ) [ ]
( ) [ ]




∈
∈

=
.T,tприtu
,,ttприtu

tu
ПР

0маг
ОП ζ

ζ 

Причому, оптимальне керування за коефіці-
єнтом збору врожаю uOП є кусково-неперервною 
функцією, а оптимальна траєкторія за кількістю 
осіб популяції QOП – неперервна та кусково-дифе-
ренційована функція на [t0,T]. Оптимальне керу-
вання uOП і момент перемикання керування ζ є 
детермінованими величинами та не залежать від 
коефіцієнта W1 при прирості вінерівського процесу 
( )tξ  у рівнянні динаміки (3), а оптимальна траєкто-

рія QOП – стохастичною величиною.
При стохастичному моделюванні необхідно 

знати довірчі проміжки за заданою ймовірністю 
середнього значення та дисперсії нормальної 
генеральної сукупності оптимальної траєкторії за 
кількістю осіб популяції.

Нехай проведено обчислювальний експери-
мент по визначенню оптимальної траєкторії за 
кількістю осіб популяції та знайдено N ансамблів 

( ) ( ) [ ]
( ) [ ]




∈
∈

=
,T,tприtQ
,,ttприtQ

tQ
ПР

0маг
ОП ζ

ζ
, [ ]T,tt 0∈ , N,1i = .

Обчислимо вибіркові статистики оптимальної 
траєкторії за кількістю осіб популяції [12, с. 213]

– вибіркове середнє
( ) ( )∑

=

−=
N

1i

(i)
ОП

1
ОП tQNtQ , [ ]T,tt 0∈ ,

– вибіркова дисперсія
( ) ( ) ( ) ( )( )∑

=

− −−=
N

1i

2

ОП
(i)
ОП

12

Q
tQtQ1Nt

ОП
σ , [ ]T,tt 0∈ .

Зазначимо, що вибіркова середня оптималь-
ної траєкторії за кількістю осіб популяції дорів-
нює (збігається) середній оптимальній траєкторії 
за кількістю осіб популяції ( )tQ )с(

ОП , [ ]T,tt 0∈ , вище 
визначеній.

Довірчим проміжком за заданою ймовірністю 
( )1,0∈Θ  дисперсії нормальної генеральної сукуп-

ності оптимальної траєкторії за кількістю осіб 
популяції є [12, с. 219]

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) 











−

−

−

−

− 1N

t1N
;

1N

t1N
2

2

2

Q

2
21

2

Q ОПОП

ΘΘ χ

σ

χ

σ
, [ ]T,tt 0∈ ,

де ( ) ( )[ ]1N1N 2
21

2
2 −− −ΘΘ χχ   – [ ]212 ΘΘ − -кван-

тиль розподілу Пірсона χ2 із (N – 1) ступенем віль-
ності та довірчим рівнем ( )1,0∈Θ  [12, с. 238-239].

Тоді довірчий проміжок за заданою ймовір-
ністю ( )1,0∈Θ  для реального значення оптималь-
ної траєкторії за кількість осіб популяції ( )tQ )Р(

ОП , 
[ ]T,tt 0∈  набуває вигляду [12, с. 219]

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )










 −
+

−
−∈

N

t1Nt
tQ;

N

t1Nt
tQtQ

2

Q)с(
ОП

2

Q)с(
ОП

)Р(
ОП

ОПОП
σσ ΘΘ ,

[ ]T,tt 0∈ ,
де tΘ (N – 1) – Θ -квантиль двостороннього роз-

поділу Стʼюдента з (N – 1)-ступенями вільності та 
довірчим рівнем Θ [ ]T,t ζ∈(0,1) [12, с. 236-237].

Вище описане сформулюємо у вигляді тео-
реми.

Теорема. Нехай вхідна інформація стохастич-
ної економіко-математичної моделі (3)–(7) задо-
вольняє умови: 

1) детерміновані сталі: α [ ]T,t ζ∈ (0,1), β [ ]T,t ζ∈ (0,1), W1, 
W2, λ, λ W2, ≤ α2/(4β2), n > 0, t0 ≥  0, T > t0, QT ≥ 0;

стохастична стала: Q0 ≥ 0;
2) задача нелінійного програмування (11) має 

розвʼязок.
Тоді стохастична економіко-математична 

модель (3)–(7) має оптимальний процес, де опти-
мальне керування за коефіцієнтом збору врожаю 
є кусково-неперервною функцією на [t0, T], а опти-
мальна траєкторія за кількістю осіб популяції  – 
неперервною та кусково-неперервною функцією 
на [t0, T].

Крім того, оптимальне керування та момент 
перемикання керування є детермінованими 
величинами та не залежать від коефіцієнта при 
прирості вінерівського процесу в стохастичній 
динаміці кількості осіб популяції, а оптимальна 
траєкторія – стохастичною функцією.

Зауваження. Вищеописана методика дослі-
дження стохастичної економіко-математичної 
моделі має місце для моделі (3)–(7) при кусково-
неперервних на [t0, T] функцій W1(t) і W2(t) .

Висновки з проведеного дослідження. 
Запропонована стохастична модель оптималь-
ного збору врожаю з використанням вінерівського 
та пуассонівського процесів і проведено її дослі-
дження.

Запропонована стохастична економіко-мате-
матична модель має оптимальний процес, де 
оптимальне керування за коефіцієнтом збору вро-
жаю є кусково-неперервною функцією на [t0, T], а 
оптимальна траєкторія за кількістю осіб популя-
ції – неперервною та кусково-диференційованою 
функцією на [t0, T].

Для запропонованої стохастичної економіко-
математичної моделі показано, що оптимальне 
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  МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ, МОДЕЛІ ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ В ЕКОНОМІЦІ

керування та момент перемикання керування є 
детермінованими величинами і не залежать від 
коефіцієнта при прирості вінерівського процесу в 
рівнянні динаміки кількості осіб популяції, а опти-
мальна траєкторія – стохастичною функцією.
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